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行列式的由来

行列式的概念最早是在求解方程个数和未知量个数相同的一次方程组时提出的。

• 1683 年，日本数学家关孝和在其著作《解伏题之法》中独立提出了行列式的概念。
通过“行列式”（他称之为“行列”）来求解方程组，并给出了二阶、三阶乃至五阶
行列式的展开方法，以及行列式展开的“逐式”方法（类似于拉普拉斯展开）。

• 1693 年，德国数学家莱布尼茨使用指标系统（下标）表示方程组的系数，并给出
了方程组有解的条件（即系数行列式不为零），这已经非常接近现代行列式的定义。

•“determinant”最早是由高斯在数论研究（特别是二次型理论）中提出，之后被柯
西采用，一直沿用至今。

• 行列式发展过程中需要提及的重要数学家有：克拉默，拉格朗日，范德蒙，雅可
比，西尔维斯特等。

4 / 93



行列式的由来

行列式的概念最早是在求解方程个数和未知量个数相同的一次方程组时提出的。

• 1683 年，日本数学家关孝和在其著作《解伏题之法》中独立提出了行列式的概念。
通过“行列式”（他称之为“行列”）来求解方程组，并给出了二阶、三阶乃至五阶
行列式的展开方法，以及行列式展开的“逐式”方法（类似于拉普拉斯展开）。

• 1693 年，德国数学家莱布尼茨使用指标系统（下标）表示方程组的系数，并给出
了方程组有解的条件（即系数行列式不为零），这已经非常接近现代行列式的定义。

•“determinant”最早是由高斯在数论研究（特别是二次型理论）中提出，之后被柯
西采用，一直沿用至今。

• 行列式发展过程中需要提及的重要数学家有：克拉默，拉格朗日，范德蒙，雅可
比，西尔维斯特等。

5 / 93



行列式的由来

行列式的概念最早是在求解方程个数和未知量个数相同的一次方程组时提出的。

• 1683 年，日本数学家关孝和在其著作《解伏题之法》中独立提出了行列式的概念。
通过“行列式”（他称之为“行列”）来求解方程组，并给出了二阶、三阶乃至五阶
行列式的展开方法，以及行列式展开的“逐式”方法（类似于拉普拉斯展开）。

• 1693 年，德国数学家莱布尼茨使用指标系统（下标）表示方程组的系数，并给出
了方程组有解的条件（即系数行列式不为零），这已经非常接近现代行列式的定义。

•“determinant”最早是由高斯在数论研究（特别是二次型理论）中提出，之后被柯
西采用，一直沿用至今。

• 行列式发展过程中需要提及的重要数学家有：克拉默，拉格朗日，范德蒙，雅可
比，西尔维斯特等。

6 / 93



行列式的由来

行列式的概念最早是在求解方程个数和未知量个数相同的一次方程组时提出的。

• 1683 年，日本数学家关孝和在其著作《解伏题之法》中独立提出了行列式的概念。
通过“行列式”（他称之为“行列”）来求解方程组，并给出了二阶、三阶乃至五阶
行列式的展开方法，以及行列式展开的“逐式”方法（类似于拉普拉斯展开）。

• 1693 年，德国数学家莱布尼茨使用指标系统（下标）表示方程组的系数，并给出
了方程组有解的条件（即系数行列式不为零），这已经非常接近现代行列式的定义。

•“determinant”最早是由高斯在数论研究（特别是二次型理论）中提出，之后被柯
西采用，一直沿用至今。

• 行列式发展过程中需要提及的重要数学家有：克拉默，拉格朗日，范德蒙，雅可
比，西尔维斯特等。

7 / 93



行列式的由来

行列式的概念最早是在求解方程个数和未知量个数相同的一次方程组时提出的。

• 1683 年，日本数学家关孝和在其著作《解伏题之法》中独立提出了行列式的概念。
通过“行列式”（他称之为“行列”）来求解方程组，并给出了二阶、三阶乃至五阶
行列式的展开方法，以及行列式展开的“逐式”方法（类似于拉普拉斯展开）。

• 1693 年，德国数学家莱布尼茨使用指标系统（下标）表示方程组的系数，并给出
了方程组有解的条件（即系数行列式不为零），这已经非常接近现代行列式的定义。

•“determinant”最早是由高斯在数论研究（特别是二次型理论）中提出，之后被柯
西采用，一直沿用至今。

• 行列式发展过程中需要提及的重要数学家有：克拉默，拉格朗日，范德蒙，雅可
比，西尔维斯特等。

8 / 93



消元法解二元线性方程组

考虑如下二元一次方程组{
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

由消元法，得

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − a12b2

(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − b1a21

当 a11a22 − a12a21 ̸= 0 时，该方程组有唯
一解：

x1 =
b1a22 − a12b2

a11a22 − a12a21
, x2 =

a11b2 − b1a21
a11a22 − a12a21

观察上述公式可得

• 分母相同，由方程组的四个系数 a11,
a12, a21, a22 确定.

• 分子、分母都是四个数分成两对相乘
再相减而得.
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二阶行列式的定义
将二元一次方程组{

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

的系数按照“横行竖列”的方式，得到如
下数表

a11 a12
a21 a22

引入记号：

D =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

则称 D 为由该数表所确定的二阶行列式。

将上述行列式中的 a11, a21(a12, a22) 对应
换成 b1, b2，则有∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − b2a21 ∆
= D1

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = a11b2 − a21b1 ∆
= D2

故二元一次方程组的解表示为

x1 =
D1

D =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =
D2

D =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣

13 / 93



二阶行列式的定义
将二元一次方程组{

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

的系数按照“横行竖列”的方式，得到如
下数表

a11 a12
a21 a22

引入记号：

D =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

则称 D 为由该数表所确定的二阶行列式。

将上述行列式中的 a11, a21(a12, a22) 对应
换成 b1, b2，则有∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − b2a21 ∆
= D1

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = a11b2 − a21b1 ∆
= D2

故二元一次方程组的解表示为

x1 =
D1

D =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =
D2

D =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣

14 / 93



二阶行列式的定义
将二元一次方程组{

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

的系数按照“横行竖列”的方式，得到如
下数表

a11 a12
a21 a22

引入记号：

D =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

则称 D 为由该数表所确定的二阶行列式。

将上述行列式中的 a11, a21(a12, a22) 对应
换成 b1, b2，则有∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − b2a21 ∆
= D1

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = a11b2 − a21b1 ∆
= D2

故二元一次方程组的解表示为

x1 =
D1

D =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =
D2

D =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
15 / 93



例题

例 1

用二阶行列式解二元一次方程组{
3x1 − 2x2 = 5,

2x1 + x2 = 2.
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三阶行列式
考虑三元一次方程组 

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

由消元法得，若下三式中的分母不为零，

x1 =
b1a22a33 + a12a23b3 + a13b2a32 − b1a23a32 − a12b2a33 − a13a22b3

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

x2 =
a11b2a33 + b1a23a31 + a13a21b3 − a11a23b3 − b1a21a33 − a13b2a31

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

x3 =
a11a22b3 + a12b2a31 + b1a21a32 − a11b2a32 − a12a21b3 − b1a22a31

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31
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三阶行列式的定义
引入记号

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

称 D 为三阶行列式。

显然，若 D ̸= 0，三元一次方程组的解为

x1 =
D1

D , x2 =
D2

D , x3 =
D3

D
其中

D1 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D2 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
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三阶行列式的定义
引入记号
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D1

D , x2 =
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D , x3 =
D3

D
其中
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b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D2 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
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三阶行列式与二阶的关系

由三阶行列式的定义，∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

= a11(a22a33 − a23a32) + a12(a23a31 − a21a33) + a13(a21a32 − a22a31)
= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13
∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
= (−1)1+1a11

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+ (−1)1+2a12
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ (−1)1+3a13
∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
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观察前面的三阶行列式展开形式，发现：

•
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ 是三阶行列式
∣∣∣∣∣∣
a11 ∗ ∗
∗ a22 a23
∗ a32 a33

∣∣∣∣∣∣ 中的数表除去 a11 所在行和列的元素之后

剩余元素构成的行列式，其面前的符号由 a11 的下标之和 (−1)1+1 决定。

•
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ 是三阶行列式
∣∣∣∣∣∣
∗ a12 ∗

a21 ∗ a23
a31 ∗ a33

∣∣∣∣∣∣ 中的数表除去 a12 所在行和列的元素之后

剩余元素构成的行列式，其面前的符号由 a12 的下标之和 (−1)1+2 决定。

•
∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ 是三阶行列式
∣∣∣∣∣∣
∗ ∗ a13

a21 a22 ∗
a31 a32 ∗

∣∣∣∣∣∣ 中的数表除去 a11 所在行和列的元素之后

剩余元素构成的行列式，其面前的符号由 a13 的下标之和 (−1)1+3 决定。

由此看出三阶行列式可以按第一行展开成二阶行列式的和（如果按照其他的方
式进行合并的话，发现三阶行列式可以按任意行（或列）进行展开）。

23 / 93



记

M11 =

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ,M12 =

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ ,M13 =

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
分别称为元素 a11, a12, a13 的余子式，并称

A11 = (−1)1+1M11,A12 = (−1)1+2M12,A13 = (−1)1+3M13

分别为元素 a11, a12, a13 的代数余子式。
• 三阶行列式可以表示为：∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13
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回顾二阶行列式的定义，类似于三阶行列式，得∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 = a11|a22| − a12|a21|

= (−1)1+1a11|a22|+ (−1)1+2a12|a21|
此处的 |a22| 表示的是单个数的一阶行列式，满足 |a22| = a22。这与绝对值不同，有时
为了避免混淆，算到一阶行列式时直接用其本身来替代。

• |a22| 是二阶行列式
∣∣∣∣a11 ∗
∗ a22

∣∣∣∣ 中的数表除去 a11 所在行和列的元素之后剩余元素

构成的行列式，其面前的符号由 a11 的下标之和 (−1)1+1 决定。

• |a21| 是二阶行列式
∣∣∣∣ ∗ a12
a21 ∗

∣∣∣∣ 中的数表除去 a12 所在行和列的元素之后剩余元素

构成的行列式，其面前的符号由 a12 的下标之和 (−1)1+2 决定。

由此看出二阶行列式也可以按第一行展开成二阶行列式的和（如果按照其他的
方式进行合并的话，发现二阶行列式也可以按任意行（或列）进行展开）。
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由二、三阶行列式的定义形式∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = (−1)1+1a11|a22|+ (−1)1+2a12|a21| = a11A11 + a12A12

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13

通过递归的方式给出一般的 n 阶行列式的定义。
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n 阶行列式的定义: 按首行展开
定义 (n 阶行列式)
由 n × n 个数排成的 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
表示这样一个数：

1. 当 n = 1 时，D = |a11| = a11；
2. 当 n ≥ 2 时，

D = (−1)1+1a11M11 + (−1)1+2a12M12 + · · ·+ (−1)1+na1nM1n

= a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n
(1)
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n 阶行列式的定义: 按首行展开
定义 (n 阶行列式：续)
其中 M1j (j = 1, 2, · · · , n) 是从 D 中划掉第 1 行、第 j 列后余下的 (n − 1)2 个数（其相
对顺序不变）所组成的 n − 1 阶行列式，称为元素 a1j 的余子式：

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n
a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n
... ... ... ...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将

A1j = (−1)1+jM1j

称为元素 a1j 的代数余子式。

• 将(1)式称为行列式 D 依第 1 行的展开式。与教材上稍有不同，但无本质差异。
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类似的，可以给出任意元素 aij (ij = 1, 2, · · · , n) 的余子式的定义：从行列式 D 中划掉
第 i 行、第 j 列后余下的 (n − 1)2 个数（其相对顺序不变）所组成的 n − 1 阶行列式

Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
... ... ... ...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n
ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

... ... ... ...
an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对应的代数余子式为

Aij = (−1)i+jMij.

• 仅改变 aij 的取值，不会影响 Mij 和 Aij 的值，但会影响行列式的值。
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n 阶行列式的定义注解

n 阶行列式的定义反映了如下特点：
• 行列式展开式中, 每一项乘积都是由行列式中位于不同行且不同列的 n 个元素构
成的, 并且展开式恰恰就是由所有这种可能的乘积组成;

• n 阶行列式的展开式中共有 n! 项；
• 在全部的 n! 项中，带正好的项和带负号的项各占一半（可以通过数学归纳法证
明）。
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n 阶行列式的定义: 按首列展开
定义 (可以通过数学归纳法证明与按首行展开等价)
由 n × n 个数排成的 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
表示这样一个数：

1. 当 n = 1 时，D = |a11| = a11；
2. 当 n ≥ 2 时，

D =

n∑
i=1

(−1)i+1ai1Mi1 =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1Ai1
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例题

例 2

计算下列行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
−1 2 1
4 1 2

∣∣∣∣∣∣ , (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1 2
−1 2 1 0
1 1 2 3
−1 0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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行列式的对角线

称行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1,n−1 a1n
a21 a22 · · · a2,n−1 a2n
... ... ... ... ...

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n−1 an−1,n
an1 an2 · · · an−1,n ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
中 a11, a22, · · · , ann 所在的对角线称为行列式的主对角线，相应的，a11, a22, · · · , ann 称
为主对角元。另外一条对角线称为副对角线。
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例题

例 3

证明 n 阶下三角行列式（当 i < j 时，aij = 0，即主对角线以上的元素全为 0）

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann

特别地，n 阶对角行列式（非主对角线上的元素全为 0）∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
... ... ... ...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann
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例题

例 4

计算如下 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 an
0 0 · · · an−1 ∗
... ... ... ... ...
0 a2 · · · ∗ ∗
a1 ∗ · · · ∗ ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“∗”表示元素为任意数。
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行列式的性质
如果按照 n 阶行列式的定义来计算行列式的话，需要做 (n − 1)n! 次乘法，显然当行列
式的阶数很大的时候，这种计算方式是不可取的。因此有必要研究行列式的性质来简
化计算。

记

DT =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
... ... ... ...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


为 D 的转置行列式（即将行列式 D 的行与列互换后得到的行列式）。

性质 1:结合按首列展开形式和数学归纳法即可证明

行列式与其转置行列式的值相等，即 D = DT.

性质 1 说明在行列式中，行和列的地位是平等的，因此对行成立的性质对列也成立。
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例题

例 5

证明 n 阶上三角行列式（当 i > j 时，aij = 0，即主对角线以下的元素全为 0）

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
... ... ... ...
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann

• 基于例 3 和例 5，行列式的计算化简过程，就是如何将复杂行列式简化成上（下）
三角行列式。
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行列式的性质
在此不加证明的给出如下性质：（采用数学归纳法可以证明，证明过程比较繁琐，此处
略，也可参考文献1第一章附录）

性质 2:

行列式按任一行（或列）展开，其值相等，即

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =
n∑

j=1

aijAij, i = 1, 2, · · · , n 按任意行

= a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj =
n∑

i=1

aijAij, j = 1, 2, · · · , n 按任意列

其中 Aij = (−1)i+jMij

1居余马等，线性代数，清华大学出版社
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行列式的性质

性质 3:（由性质 2 即可证明）

行列式中某行有公因子，可提到行列式符号外面，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

kai1 kai2 · · · kain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
推论:

行列式中某行的元素全部为 0 时，行列式的值为 0.
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行列式的性质

性质 4:（由性质 2 即可证明）

行列式 D 中某行元素 aij = bij + cij，则该行列式可表示为如下两个行列式的和：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

bi1 + ci1 bi2 + ci2 · · · bin + cin
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

bi1 bi2 · · · bin
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ci1 ci2 · · · cin
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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行列式的性质

性质 5:（对阶数采用数学归纳法即可证明）

行列式 D 中两行对应元素全相等，其值为 0。即当 ail = ajl(i ̸= j, l = 1, 2, · · · , n)
时，有，则该行列式可表示为如下两个行列式的和：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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行列式的性质
结合性质 3 和性质 5，即可得到如下的推论。

推论:

行列式 D 中两行对应元素成比例（即 ail = kajl(i ̸= j, l = 1, 2, · · · , n), k 为常数），
其值为 0。

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
kaj1 kaj2 · · · kajn

...
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

...
aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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行列式的性质

结合性质 2 和性质 5，可得如下定理：

定理 (重要的考点)
n 阶行列式 D 的任一行（列）的元素与其对应的代数余子式乘积之和等于 D；某一行
（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之和等于 0，即

ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =

{
D, i = j,
0, i ̸= j;

a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj =

{
D, i = j,
0, i ̸= j.
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行列式的性质
由性质 4 和性质 5，即得如下性质：该性质在行列式计算过程中最为常用。

性质 6:

在行列式中，把某行各元素分别乘以非零常数 k，再加到另一行的对应元素上，
行列式的值不变（简称：对行列式做倍加行变换，其值不变）。

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

aj1 + kai1 aj2 + kai2 · · · ajn + kain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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行列式的性质

性质 7: 反对称性质

行列式的两行对换，行列式的值反号。

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn
... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
49 / 93



行列式的性质：总结

上述所有性质对行成立，如此同时对列也是成立的。

性质中涉及行列式的三种变换：需要熟练掌握

1. 提出某一行（或列）的公因子，记作：ri ÷ k (列情形为 ci ÷ k);
2. 把某一行（或列）的 k 倍加到另一行（或列），记作：ri + krj (列情形为

ci + kcj);
3. 互换某两行（或列），记作：ri ↔ rj (列情形为 ci ↔ cj)

• 约定：把要操作的对象写在表达式的开头。
• 计算行列式的常用方法：通过上述三种变换将行列式化成上（下）三角行列式，
从而计算行列式的值（注：变换的形式和次序不唯一，因人而异）。
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例题

例 6

计算 4 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ , D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a a + b a + b + c a + b + c + d
a 2a + b 3a + 2b + c 4a + 3b + 2c + d
a 3a + b 6a + 3b + c 10a + 6b + 3c + d

∣∣∣∣∣∣∣∣
• 计算行列式之前需要观察行列式的结构，利用性质对行列式进行预处理，达到简
化计算的目的。
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行列式的性质：总结

行列式为零的三种情形

1. 某行（或列）的元素全为 0;
2. 两行（或列）的对应元素相等;
3. 两行（或列）的对应元素成比例。

行列式展开

1. 行列式可以按任一行（或列）展开;
2. 一行（或列）元素乘以另一行（或列）对应元素的代数余子式之和为 0.
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例题

例 7

计算 5 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3 −1 2 0
1 7 2 5 2
0 −2 3 1 0
0 −4 −1 4 0
0 2 3 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
例 8

设 Aij 是 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4 −1
2 1 0 0
2 6 0 −2
3 2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 中元素的代数余子式，计算 6A41 + 3A42.
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行列式的性质：总结

其余两条简易且常用的性质

1. DT = D;
2. 行列式的裂项;

例 9

设行列式

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = D，计算

∣∣∣∣∣∣
c1 b1 + 2c1 a1 + 2b1 + 3c1
c2 b2 + 2c2 a2 + 2b2 + 3c2
c3 b3 + 2c3 a3 + 2b3 + 3c3

∣∣∣∣∣∣.
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经典例题
法无定法，唯经验耳!

例 10

计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a · · · a
a x · · · a
... ... ... ...
a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D = [x + (n − 1)a](x − a)n−1
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D = [x + (n − 1)a](x − a)n−1
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例 10 常见考题形式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (n − 1)(−1)n−1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a · · · a
a 1 · · · a
... ... ... ...
a a · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = [1 + (n − 1)a](1− a)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ 1 · · · 1
1 1 + λ · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ n)λn−1
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例 10 常见考题形式
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1 0 · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (n − 1)(−1)n−1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a · · · a
a 1 · · · a
... ... ... ...
a a · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = [1 + (n − 1)a](1− a)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ 1 · · · 1
1 1 + λ · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ n)λn−1
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经典例题

例 11：例 10 的变种，爪型行列式的应用，也可以用升阶法或加边法

计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a · · · a
a x2 · · · a
... ... ... ...
a a · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D =

(
1 +

n∑
i=1

a
xi − a

) n∏
i=1

(xi − a), xi ≠ a.
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经典例题

例 11：例 10 的变种，爪型行列式的应用，也可以用升阶法或加边法

计算 n 阶行列式
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a x2 · · · a
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a
xi − a
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i=1

(xi − a), xi ≠ a.
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例 11 常见考题形式

教材第一章课后习题第 7 题的第 4 小题：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n

D =

(
1 +

n∑
i=1

1

ai

) n∏
i=1

ai.
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例 11 常见考题形式

教材第一章课后习题第 7 题的第 4 小题：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
... ... ... ...
1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n

D =

(
1 +

n∑
i=1

1

ai

) n∏
i=1

ai.
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经典例题

例 12：例 11 的更一般化，爪型行列式的应用，也可以用升阶法或加边法

计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a2 · · · an
a1 x2 · · · an
... ... ... ...

a1 a2 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D =

(
1 +

n∑
i=1

ai
xi − ai

) n∏
i=1

(xi − ai), xi ̸= ai.
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例 12 常见考题形式

第一章课后习题第 7 题的第 1 小题：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − m x2 · · · xn

x1 x2 − m · · · xn
... ... ... ...

x1 x2 · · · xn − m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D =

( n∑
i=1

xi − m
)
(−m)n−1.

2003 年数学三考研题：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b a2 · · · an

a1 a2 + b · · · an
... ... ... ...

a1 a2 · · · an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D =

( n∑
i=1

ai + b
)

bn−1.
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例 12 常见考题形式
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例 12 常见考题形式
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xi − m
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i=1

ai + b
)

bn−1.
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思考题

思考题

计算如下 n 阶行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 · · · 1
2 2 + a · · · 2
... ... ... ...
n n · · · n + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D =

(
a +

n(n + 1)

2

)
an−1.
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思考题

思考题

计算如下 n 阶行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 · · · 1
2 2 + a · · · 2
... ... ... ...
n n · · · n + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D =

(
a +

n(n + 1)

2

)
an−1.
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爪型行列式
形如如下形式的行列式（假定 aii ̸= 0,
i = 1, 2, · · · , n）

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 0 · · · 0
a31 0 a33 · · · 0
... ... ... ... ...

an1 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称之为爪型行列式。

固定做法：分别将第 i (i = 2, · · · , n) 乘
以 −ai1

aii
加到第 1 列，将原行列式转化

为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a∗11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中

a∗11 = a11 −
n∑

i=2

a1iai1
aii
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爪型行列式
形如如下形式的行列式（假定 aii ̸= 0,
i = 1, 2, · · · , n）

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 0 · · · 0
a31 0 a33 · · · 0
... ... ... ... ...

an1 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称之为爪型行列式。

固定做法：分别将第 i (i = 2, · · · , n) 乘
以 −ai1

aii
加到第 1 列，将原行列式转化

为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a∗11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中

a∗11 = a11 −
n∑

i=2

a1iai1
aii
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爪型行列式例题

例 13

计算如下 n + 1 阶行列式 (假设 ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n)：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 · · · 1
1 a1 0 · · · 0
1 0 a2 · · · 0
... ... ... ... ...
1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D = a1a2 · · · an

(
a0 −

n∑
i=1

1

ai

)
.
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爪型行列式例题

例 13

计算如下 n + 1 阶行列式 (假设 ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n)：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 · · · 1
1 a1 0 · · · 0
1 0 a2 · · · 0
... ... ... ... ...
1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D = a1a2 · · · an

(
a0 −

n∑
i=1

1

ai

)
.
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递推法求行列式

例 14

计算如下三对角行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + b ab
1 a + b ab

. . . . . . . . .
1 a + b ab

1 a + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• 按第一行展开，得递推关系

Dn = (a + b)Dn−1 − abDn−2 =⇒ Dn − bDn−1 = a(Dn−1 − bDn−2)
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递推法求行列式

例 14

计算如下三对角行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + b ab
1 a + b ab

. . . . . . . . .
1 a + b ab

1 a + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 按第一行展开，得递推关系

Dn = (a + b)Dn−1 − abDn−2 =⇒ Dn − bDn−1 = a(Dn−1 − bDn−2)
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归纳法求行列式
与递推过程相反的方法是归纳. 如要计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2
1 3 2

. . . . . . . . .
1 3 2

1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1. 先计算几步得出猜想：例如计算得

D1 = 3 = 22 − 1,D2 = 7 = 23 − 1,D3 = 15 = 24 − 1,

猜想
Dn = 2n+1 − 1.

2. 再利用数学归纳法加以证明。
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特殊行列式：范德蒙行列式

例 15

证明 n 阶范德蒙（Vandermonde）行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
a1 a2 a3 · · · an
a21 a22 a23 · · · a2n
... ... ... ... ...

an−2
1 an−2

2 an−2
3 · · · an−2

n
an−1
1 an−1

2 an−1
3 · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(ai − aj)

其中
∏

1≤j<i≤n(ai − aj) 表示所有因子 ai − aj(i > j) 的连乘积。

• 采用数学归纳法即可证明。
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范德蒙行列式的应用

例 16

计算 4 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a31 a32 a33 a34

a21b1 a22b2 a23b3 a24b4
a1b21 a2b22 a3b23 a4b24
b31 b32 b33 b34

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (ai ̸= 0, i = 1, 2, 3, 4)

• 将每一列提取公因子 a3i (i = 1, 2, 3, 4)，再利用范德蒙行列式即可求得结果。
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范德蒙行列式的应用

例 17

计算 n + 1 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an (a − 1)n · · · (a − n)n

an−1 (a − 1)n−1 · · · (a − n)n−1

... ... ... ...
a a − 1 · · · a − n
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

• 将第 n + 1 行逐次与前面各行交换到第 1 行，再将新的第 n + 1 行逐次交换至第 2
行，重复下去直到得到范德蒙行列式的形式，则有

D = (−1)
n(n+1)

2

∏
1≤j<i≤n

[(a − i)− (a − j)] =
n∏

k=1

k!
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范德蒙行列式的应用

例 18

计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn
x21 x22 x23 · · · x2n
... ... ... ... ...

xn−2
1 xn−2

2 xn−2
3 · · · xn−2

n
xn
1 xn

2 xn
3 · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 通过增加一行一列的形式，将待求行列式转化成标准范德蒙行列式的形式，利用
多项式的系数关系，有

D = (x1 + x2 + · · ·+ xn)
∏

1≤j<i≤n
(xi − xj)
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拉普拉斯（Laplace）定理 ⋆

定义 (子式与余子式)
在一个 n 阶行列式 D 中任意选定 k 行 k 列 (1 ≤ k ≤ n)，位于这 k 行 k 列交叉处的 k2
个元素按照原来的次序组成的一个 k 阶行列式 M 称为行列式 D 的一个k 阶子式。当
k < n 时，在 D 中划去这 k 行 k 列，余下的元素按照原来的次序组成的 n − k 阶行列
式 M′ 称为 k 阶子式 M 的余子式。

定义 (代数余子式)
设 n 阶行列式 D 的 k 阶子式 M 在 D 中所在的行、列指标分别为 i1, i2 · · · , ik 和
j1, j2, · · · , jk，则 M 的余子式 M′ 前面加上符号

(−1)(i1+i2+···+ik)+(j1+j2+···+jk)

后称为 M 的代数余子式。
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拉普拉斯（Laplace）定理 ⋆

定理 (拉普拉斯（Laplace）定理)
设在行列式 D 中任意取定 k(1 ≤ k ≤ n − 1) 行，由着 k 行元素所组成的一切 k 阶子式
与他们的代数余子式的乘积之和等于行列式 D。

例 18

利用拉普拉斯定理计算 4 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2
0 2 3 0
3 0 0 2
0 4 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
• 该定理还可以用来证明：方阵乘积的行列式等式各自行列式的乘积。
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二、三元一次方程组解
二元一次方程组：系数行列式不等于 0{

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

=⇒ x1 =
D1

D =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =
D2

D =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
三元一次方程组：系数行列式不等于 0

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

=⇒ x1 =
D1

D , x2 =
D2

D , x3 =
D3

D

其中

D1 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D2 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ ,D3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
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n 元一次方程组

上述二、三元一次方程组解的形式能否推广到如下 n 元一次方程组？

考虑如下 n 个未知量 x1, x2, · · · , xn 的
n 个方程的线性方程组：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(2)

其系数行列式为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
假定系数行列式 D ̸= 0.
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Cramer 法则

定理
若方程组(2)的系数行列式 D ̸= 0，则该方程组有唯一解

x1 =
D1

D , x2 =
D2

D , · · · , xn =
Dn
D

其中 Dj, j = 1, 2, · · · , n 是把行列式 D 中的第 j 换成方程组右端的常数项 b1, b2, · · · , bn
所成的行列式，即

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n
a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
... ... ... ... ... ... ...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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定理证明思路：存在性

该定理的证明分成两个部分：

(1). 解的存在性 将 xj = Dj/D, j = 1, 2, · · · , n 代入到方程组的第 i 个方程中，验证
n∑

j=1

aij
Dj
D =

1

D

n∑
j=1

aijDj =
1

D

n∑
j=1

aij

n∑
s=1

bsAsj =
1

D

n∑
j=1

n∑
s=1

aijAsjbs

=
1

D

n∑
s=1

 n∑
j=1

aijAsj

 bs =
1

D · Dbi = bi

由此说明 xj = Dj/D, j = 1, 2, · · · , n 是方程组的一个解，即方程组的解存在。
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定理证明思路：唯一性
(2). 解的唯一性 假设方程组存在另一组解 xj = cj, j = 1, 2, · · · , n 即有

n∑
j=1

aijcj = bi, i = 1, 2, · · · , n

用 D 的第 k 列元素的代数余子式 A1k, · · · ,Ank 分别乘以上面 n 个等式，有

Aik

n∑
j=1

aijcj = Aikbi, i = 1, 2, · · · , n

将上述 n 个等式相加有

Dck =

n∑
i=1

Aik

n∑
j=1

aijcj =
n∑

i=1

Aikbi = Dk

即有 ck = Dk/D, k = 1, 2, · · · , n，由此说明方程组解的唯一性。
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例题

例 19

解线性方程组 
2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8,

x1 − 3x2 − 6x4 = 9,

2x2 − x3 + 2x4 = −5,

x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0
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注：

Cramer 法则的局限性

1. Cramer 法则面对的线性方程组要满足两个条件: (1) 未知量个数和方程组个
数相同, (2) 系数行列式 D ̸= 0；

2. Cramee 法则从理论上解决了一少部分线性方程的求解问题。然而，当方程
的规模很大时候，此法也仅仅有理论意义，没有可操作性，主要原因在于它
需要计算数量庞大的高阶行列式，相较而言高斯消元法是比较行之有效的
方法。

• Cramer 法则计算乘法的次数为

(n + 1)(n − 1)n! + n.

• 高斯消元法计算乘法的次数为

n3

3
+ n2 − n

3
.
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齐次线性方程组

若线性方程组(2)的右端常数项 b1, b2, · · · , bn全为零时，即
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

(3)

则称方程组(3)为齐次线性方程组。若常数项不全为零时，则称方程组(2)为非齐次线性
方程组。

• 显然，齐次线性方程组(3)总有解 x1 = x2 = · · · = xn = 0，称之为零解。若一组解
x1, · · · , xn 不全为零，则称之为非零解。

• 齐次线性方程组一定有零解，但不一定有非零解。
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齐次线性方程组
定理
如果齐次线性方程组(3)的系数行列式 D ̸= 0，则它只有零解，或者说，如果齐次线性
方程组(3)有非零解，则必有系数行列式 D = 0.

例 20

问 λ 取何值时，齐次线性方程组
(1− λ)x1 − 2x2 + 4x3 = 0,

2x1 + (3− λ)x2 + x3 = 0,

x1 + x2 + (1− λ)x3 = 0,

有非零解.
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Thanks for your attention!
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